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Berechnung der komplexen atomaren Streuamplituden fiir schnelle Elektronen
zur Auswertung von Elektronenbeugungsaufnahmen
Joacuim Haase

Lehrstuhl fiir Chemische Physik der Universitat Kiel *

(Z. Naturforschg. 21 a, 187—192 [1966] ; eingegangen am 29. Oktober 1965)

Nach bekannten Verfahren wurden die komplexen atomaren Streuamplituden von Argon und
Uran bei 40, 60, 80, 100 und 120 kV Beschleunigungsspannung berechnet. Als Atompotentiale
wurden Taomas—Fermi—Dirac-Potentiale verwendet. Die Ergebnisse wurden mit den Resultaten von
Karie und Boxnam bei 40 kV Beschleunigungsspannung verglichen.

Ausgehend von zwei Arbeiten von Scaomaker und
Grauser !, die das Auftreten von Anomalien bei der
Strukturbestimmung gasférmiger Molekiile mit Hilfe
der Methode der Elektronenbeugung auf die Ver-
wendung der ersten Bornschen Néherung? fiir die
Streuamplituden zuriickfithrten, haben eine ganze
Reihe von Autoren die komplexen Streuamplituden
berechnet 375, Von den einzelnen Autoren werden
teilweise sehr unterschiedliche Werte angegeben, was
hauptsichlich auf die Verwendung der nur ungenau
bekannten Atompotentiale zuriickzufiihren ist. Jetzt
liegen die Atompotentiale nach Arbeiten von Bonuam
und Stranp & 7 als analytische Ausdriicke vor, nach-
dem in den letzten Jahren sowohl fiir das HARTREE—
Fock-Feld als auch fiir das Tromas—Fermi—Dirac-
Feld der Atome bessere Werte erhalten worden sind 8.

KarLE und Bonuam 5 haben die komplexen Streu-
amplituden von Argon und Uran bei 40 kV Be-
schleunigungsspannung berechnet. Die Autoren kiin-
digen die Berechnung fiir alle Atome des periodi-
schen Systems bei 10, 40 und 80 kV Beschleuni-
gungsspannung an. Fiir die bei uns mit Hilfe der
Elektronenbeugung an Gasen durchgefiihrten Arbei-
ten ® 10 ist es jedoch wichtig, die Streufaktoren bei
60 kV Beschleunigungsspannung — und fiir eine
spatere Erweiterung des Spannungsbereiches bis ca.
120 kV — zu kennen. Es wurden zunéchst die kom-
plexen Streuamplituden von Argon und Uran bei
40, 60, 80, 100 und 120 kV Beschleunigungsspan-
nung nach bekannten Methoden 3 4 mit einigen Ab-
anderungen berechnet. Die Werte bei 40 kV wurden
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zur Priifung des hier angewendeten Rechenverfah-
rens ermittelt und mit denen von KarrLe und Boxn-
HAM ° verglichen.

Theorie

Nach der Partialwellenmethode kann die winkel-
abhédngige Amplitude von an einem Atom gestreuten
Elektronen, wenn man vom Einflul des Spins, des
Elektronenaustausches, sowie dem EinfluB der in-
elastischen Streuung auf den elastischen Wirkungs-
querschnitt absieht, durch folgende Gleichung be-

schrieben werden:

13 .
f(9) = 575 120(2 1+1)(exp(2id;) — 1) Py(cos ).
(1)
Dabei bedeuten: k=2 /. den Betrag des Wellen-
vektors, P;(cos?¥) die Lecenpre-Polynome erster
Art, &; die Phase der l-ten Partialwelle.

Zur Bestimmung der 6; stehen eine ganze Reihe
von Verfahren zur Verfiigung. Nach Angabe von
KariLe und Bonuam S erhdlt man die besten Werte
fir die 0; durch numerische Integration der ScHrG-
DINGER-Gleichung
A0 | (k2 -U () ~10+1) /) @i(r) =O0.

—3

(2)

Die Werte der d; entnimmt man der asymptotischen
Form der Lésung '

@A (r) =sin(kr—986;—1-}x). (3)
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In Gl. (2) ist U(r) =2m/h?-V (r), wobei V (r) das
atomare Streupotential darstellt.

Man kann die ¢; auch nach der WBK-Methode !!
berechnen und erhalt folgenden Ausdruck

oo

o= TV -U() - U+ DYt dr
- gvkt I+ DYrldr. (@)

Hierbei bedeuten ry(l) und r{(l) die Nullstellen der
jeweiligen Integranden. Gl. (4) wurde in dieser Ar-
beit zur Berechnung der ¢; benutzt, Einzelheiten der
Berechnung sind im Anhang néher erldutert.

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der 9,
liefert eine von Drukarew !? angegebene Beziehung

7d5é£r) =—kr?U(r) (ji(kr) cosdy(r)
—ni(kr) sindy(r))%  (5)

Diese Gleichung, die numerisch etwas umstindlich
zu handhaben ist, liefert aber, wenn die J;(r) iiber
den gesamten r-Bereich klein sind, eine Formel fiir
die d;, die mit dem Ausdruck der d; in zweiter Born-
scher Naherung libereinstimmt

By —F | AT R0 B, 6)
0

Die zur Berechnung verwendeten Atompotentiale
werden in folgender Form dargestellt
V(r)= - 2220, (7)
r Z

Dabei bedeuten Z die Kernladungszahl des jeweili-
gen Atoms, Z,(r) die effektive Kernladungszahl,
Z,(r)/Z nennt man den Abschirmfaktor.

Fir die ersten 36 Atome des periodischen Systems
werden die HarTrREE-Fock-Potentiale durch Verwen-
dung des folgenden Abschirmfaktors dargestellt

sz(r) =2 aiexp(—b;r) +r 2 ciexp(—d;r). (8)
- 7

J. HAASE

Die Parameter a;, b;, c;, d;, die fiir jedes Atom
bestimmt werden miissen, finden sich bei StranD
und Bonnawm € tabelliert. Die Abschirmfaktoren fiir
die Taomas—Fermi—Dirac-Potentiale aller neutralen
Atome werden durch folgenden Ausdruck wieder-
gegeben

VA

Fiir die 4; und B; gilt folgende Gleichung
(4;,B;)) =a+blnZ+c(InZ)2+d(InZ)3+e(InZ)4.
(10)

Die Werte der entsprechenden Parameter a, b, c, d
und e finden sich bei Boxuam und Stranp 7 tabelliert.

3
20 _ 5 diexp(—Bir). 9)
i=1

Ergebnisse

Die Berechnung der Streuamplituden nach Gl. (1)
wurde auf einer Rechenanlage IBM 7090 im Deut-
schen Rechenzentrum Darmstadt durchgefiihrt. Das
verwendete Programm setzt sich aus drei Abschnit-
ten zusammen. Im ersten Teil werden die Nullstellen
ro(l) und ry(l) nach dem Newronschen Iterations-
verfahren mit einer Genauigkeit von 2-1078 be-
stimmt. Die Ausfithrung der beiden Integrationen
und damit die Bestimmung der d; wird im zweiten
Abschnitt durchgefithrt. Im dritten Programmteil
werden dann Betrag |f(9)| und Phase 7(#) der
Streuamplituden berechnet. Als Laufparameter wurde
nicht, wie allgemein iiblich, der Beugungswinkel ¢
gewihlt, sondern die in der Praxis iibliche GroBe
s= (4a/l) sin?/2 verwendet. Die einzelnen Werte
der Streuamplituden wurden jeweils von s=0 bis
s=238,5 mit einer Schrittweite 4s=0,5 berechnet.
Die Rechenzeit fiir ein Atom bei einer Beschleuni-
gungsspannung betrug ca. 5 min.

Bei der Berechnung der Partialwellenphasen 9,
nach Gl. (4) wurden folgende THomas—Fermi—Dirac-
Potentiale benutzt ®

Argon: Ur) = — i% (0,50529 exp ( — 2,68764 ) +0,43447 -exp (—9,06392 1) (11a)
+0,06071 exp ( —46,4985 1)),
Uran: Ur) = — if (0,3100 exp ( — 2,9802 r) +0,56667 *exp (— 10,564 1) (11b)

+0,12346 exp (— 50,463 1)) .

11 A, Messian, Quantum Mechanics, North Holland Publ.
Comp., Amsterdam 1964.

12 G, F.Drukarew, J. Exp. Theor. Phys. UdSSR 19, 247 [1949].
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In den Formeln (11a) und (11b) bedeutet a den
relativistischen Bonrschen Radius. Bei der Berech-
nung der Streuamplituden wurden 126 Partialwellen
beriicksichtigt, von denen die ersten 25 nach Gl. (4)
ermittelt worden sind. In Tab. 1 sind die Werte der

o; fiir Argon d; fiir Uran
l | eigene = KarRLE, eigene | eigene | KARLE,
Werte BoxHAM Werte2 = Werte? BonNmAM
0 1,3314 1,3228 | 5,3123 | 5,2192 5,2815
10,9627 0,9550 | 4,1450 | 4,1319 4,1405
20,7867 0,7802 | 3,3627 | 3,3564 3,3489
3| 0,6735 0,6678 | 2,8069 | 2,8026 2,7915
4 05912  0,5863 | 2,3976 | 2,3941 2,3828
5/ 05275 | 0,5232 l 2,0842 | 2,0813 2,0704
6| 0,4759 0,4722 1,8358 1,8338 1,8233
7 0,4332 04298 | 1,6340 1,6309 1,6224
8 0,3969 0,3939 1,4663 1,4641 1,4556
9 0,3656 0,3629 1,3247 1,3218 1,3149
10| 0,3383 0,3359 1,2038 1,2019 1,1946
11| 0,3142 0,3120 1,0991 1,0965 1,0906
12| 0,2928 0,2908 1,0078 1,0062 1,0000
13 0,2737 0,2718 ‘ 0,9275 0,9256 0,9204
14 0,2563 0,2547 0,8567 0,8556 0,8500
15| 0.2408 ‘ 0,7935 0,7921 0,7873
16 0,2266 | 0,7371 0,7354 0,7314
17| 0,2136 0,6865 0,6845 0,6811
18| 0,2017 | 10,6407 0,6397 0,6358
19| 0,1907 | 0,5993  0,5981  0,5947
20| 0,1807 0,5618 0,5603 0.5574
21| 0,1714 0,5276 0,5260 | 0,5235
22| 0,1627 0,4963 0,4954 = 0,4925
23| 0,1547 0,4675  0,4666 0,4640
24| 0,1472 0,4411 0,4400 = 0.4378

Tab.1. Gegeniiberstellung der Werte der Partialwellenphasen.
a) Integrationsschrittweite h=2-10—4%, b) Integrationsschritt-
weite h=2-10"3, siche Anhang.
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0; fir Argon und Uran bei 40 kV Beschleunigungs-
spannung angegeben und mit den entsprechenden
Werten nach KarLe und Bonuam 5 verglichen.

Die aus diesen und den bei den anderen Beschleu-
nigungsspannungen ermittelten &,Werten gewon-
nenen Werte der Betrige und Phasen der Streu-
amplituden sind in Tab. 2 und Tab. 3 angegeben.
Zu den Betrdgen der Streuamplituden sind jeweils
noch die Streuamplituden in erster Bornscher Na-
herung angegeben.

In Tab. 4 sind die Werte der | f(s)| und der #(s)
von Argon und Uran bei 40 kV Beschleunigungs-
spannung den Ergebnissen von KarLe und Boxnam 8
gegeniibergestellt.

Bemerkungen

Bei der Diskussion der Ergebnisse sind folgende
Fehlerquellen zu beriicksichtigen:

Die zur Berechnung der Partialwellenphasen ¢;
verwendeten Atompotentiale sind nur auf drei giil-
tige Ziffern bestimmt 3. Die zur Bestimmung der d;
angewendete WBK-Methode ist eine Naherungs-
methode.

Bei der numerischen Behandlung des ersten Inte-
grals der Gl. (4) ergeben sich Unsicherheiten je nach
der verwendeten Integrationsformel.

Ein Vergleich der in Tab. 1 zusammengefaften
0,rWerte zeigt, dal die in dieser Arbeit berechneten
Werte hoher sind als die von KarLe und Bonuam®

Up = 40 kV Ug = 60 kV Ug = 80kV Ug = 100 kV Ug = 120 kV
fale) | @1 a6 | @l el | @] | fe | 1f@] fale) £
0 | 5,5213 | 5,4126 5,7216 5,6411 5,9219 5,8555 6,1221 6,0641 6,3224 6,2697
2 3,6745 3,5809 3,8078 3,7386 3,9411 3.8841 4,0744 4,0246 4,2076 4,1624
4 ‘ 1,9228 1,8565 1,9925 1,9437 2,0623 2,0223 2,1320 2,0974 2,2018 = 2,1706
6 1,1293 1,0846 1,1703 1,1369 1,2112 1,1837 1,2522 1,2284 | 1,2931 ’ 1,2720
8 | 0,7405 0,7100 0,7673 0,7445 0,7942 | 0,7750 0,8211 0,8040 ‘ 0,8479 | 0,8324
10 | 0,5226 0,5013 0,5416 0,5256 ' 0,5605 | 0,5474 0,5795 0,5676 0,5984 | 0,5872
12 | 0,3880 | 0,3729 0,4020 0,3904 = 0,4161 | 0,4067 0,4302 0,4221 0,4442 0,4368
14 0,2989 | 0,2879 0,3097 0,3014 0,3205 | 0,3133 0,3314 0,3253 0,3422 0,3371
16 0,2369 | 0,2289 0,2455 0,2395 0,2541 | 0,2489 0,2627 0,2578 0,2713 0,2670
18 0,1922 0,1863 0,1991 0,1946 0,2061 | 0,2025 0,2131 0,2096 0,2200 0,2165
20 0,1589 ; 0,1545 0,1646 0,1612 0.1704 0,1676 0,1761 0,1739 0,1819 0,1795
22 | 0,1334 0,1334 0,1383 0,1358 0,1431 0,1408 0,1480 0,1462 0,1528 0,1514
24 | 0.1136 0,1113 0,1177 0,1157 0,1218 0,1203 0,1260 0,1243 0,1301 0,1290
26 . 0,0979 0,0962 0,1014 0,0999 0,1050 0,1038 0,1085 0,1073 0,1121 0.1108
28 0,0852 0,0841 0,0882 0,0872 0,0913 0,0903 0,0944 0,0937 0,0975 0,0965
30 I 0,0748 0,0741 0,0775 0,0767 0,0802 0,0793 0,0829 0,0823 | 0,0856 0,0851
32 | 10,0662 0,0659 0,0686 0,0679 0,0710 0,0704 | 0,0734 0,0727 0,0758 0,0755
34 ' 10,0589 0,0590 0,0611 0,0608 = 0,0632 0,0629 | 0,0654 0,0648 0,0675 | 0,0671
36 0,0529 0,0531 | 0,0548 0,0546 i 0,0567 0,0563 | 0,0586 0,0584 0,0605 0.0600
38 0,0477 0,0481 | 0,0494 0,0494 | 0,0511 0,0509 | 0,0528 0,0527 0,0546 0,0542

Tab. 2 a. Betrige der Streufaktoren fiir Argon. fg(s) sind die Streufaktoren in erster Bornscher Ndherung.
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Ug =40kV ; Ug = 60kV 1 Ug = 80 kV Up = 100 kV Up = 120 kV
fo) @ | fee) @] | s | @ fe@ | 1@ fee | 1S

0 | 15,0082 | 12,3468 ! 15,5526 | 13,2781 | 16,0971 | 14,0473 @ 16,6415 14,7362 | 17,1858 | 15,3788
2 10,8787 8,4774 | 11,2734 | 9,2189 | 11,6680 9.8163 12,0626 10.3415 | 12,4572 | 10,8247
4 . 6,3543 4,4931 6,5848 = 49804 @ 6,8153 5,3672 | 17,0458 5,7014 7,2763 6,0038
6 4,0470 | 2,6850 4,1938 2,9957 4,3406 | 3,2472 4,4874 3,4680 4,6342 3,6698
8 2,8224 1,8297 | 29248 | 2,0346 3,0271 | 2,2006 | 3,1295 2,3463 3,2319 2,4817
10 . 2,0890 1,3555 2,1648 | 1,4973 2,2406 1,6179 | 23164 | 1,7205 2,3921 1,8119
12 1,6087 1,0600 1,6670 = 1,1589 1,7254 1,2490 1,7837 1,3310 1,8421 1,4023
14
16
18
20

|
1,2749 0,8570 1,3211 0,9331 1,3674 } 0,9972 | 1,4136 1,0604 1,4598 1,1215
1,0333 0,7088 1,0708 | 0,7710 1,1082 ‘ 0,8222 1 1,1457 = 0,8668 1,1832 0,9134

0,8530 0.5962 0,8840 0,6472 0,9149 0,6926 0,9458 | 0,7291 0,9768 0,7613

0,7152 0,5080 0,7412 | 0,5518 | 0,7671 | 0,5892 | 0,7931 | 0,6242 0.8190 0,6515
22 0,6078 0,4377 0,6298 | 04762 & 0,6519 | 0,5073 | 0,6739 0,5374 0,6960 0,5655
24 | 10,5225 0,3808 0,5415 0,4143 0,5604 | 0,4423 | 0,5794 0,4664 0,5983 0,4919
26 0,4538 0,3337 0,4703 0,3640 0,4867 | 0,3887 | 0,5032 0,4101 0,5197 0,4298
28 0,3977 0,2941 0,4121 | 0,3223 0,4266 0,3436 | 0,4410 0,3637 0,4554 0,3803
30 0,3513 0,2605 0,3641 0.2875 | 0,3768 0,3063 0,3896 | 0,3237 0,4023 0,3400
32 0,3126 0,2316 0,3239 = 0.2580  0,3353 | 0,2748 ‘ 0,3466 = 0,2897 | 0,3579 0,3049
34 0,2799 0,2068 0,2900 | 0,2322 0,3002 0,2479 | 0,3103 | 0,2613 0.3205 0,2741
36 0,2521 0,1860 0,2612 0,2100 i 0,2703 0,2252 0,2795 0,2368 0.2886 0,2480
38 | 0,2282 0,1684 0,2365 ‘ 0,1908 | 0,2447 = 0,2051 | 0,2530 0,2156 = 0,2613 0,2259

‘ |

Tab. 2 b. Betridge der Streufaktoren fiir Uran. fg(s) sind die Streufaktoren in erster Bornscher Naherung.

Zusammenstellung der 7 (s)- Werte fur Argon Zusammenstellung der 7(s)-Werte fiir Uran
, | Us= _|Us= |Us= [Us= [Us= | Us=__|U Up= |Us= |Us=
| 40kV 1 60 kV 80 kV 100 kV 120 kV ’ 40 kV ‘ 60 kV 80 kV 100kV | 120kV
0 0119 | 0100 008 | 0,08 0,075 0| 0,335 ’ 0,300 } 0,278 0,261 0,248
2 0,169 0,142 0,126 ‘ 0,115 | 0,107 2| 0462 | 0412 ‘ 0,380 0,357 0,339
4 0281 | 0,235 0,210 | 0,193 0,180 4| 0,772 0,679 | 0,623 0,584 0,555
6| 0,399 0,334 0,297 | 0,273 0,256 6| 1,134 | 0,987 | 0,898 0,838 0,794
8| 0,510 0,427 0,427 | 0,378 0,321 8| 1,477 | 1,283 | 1,163 1,080 1,019
10| 0,609 0,511 0,453 | 0413 0,384 10| 1,788 | 1,554 = 1410 1,309 | 1,234
12| 0,700 0,585 0,520 | 0,477 0,445 12| 2,068 | 1804 @ 1,618 1,522 | 1437
14| 0,783 0,655 0,580 | 0,532 0,499 14| 2,323 | 2,033 | 1,850 ‘ 1,720 | 1,624
16 | 0,859 0,720 0,637 | 0,581 | 0,544 16| 2,558 | 2243 | 2,045 | 1,906 | 1,800
18 l 0,929 0,778 | 0,691 | 0,631 | 0,586 18| 2,777 | 2,441 | 2225 | 2,076 | 1,966
20| 0,994 0,832 | 0,738 0,678 0,630 20| 2,985 2,625 | 2,396 | 2,233 | 2,116
22 1,054 | 0,883 | 0,782 0,118 0,672 22 3,179 2,797 | 2,558 2,384 | 2,254
24| 1,111 | 0930 | 0,825 0,753 | 0,707 24 3.364 2,965 | 2,706 | 2,530 | 2,389
26| 1,164 | 0,974 0,865 0,790 | 0,736 26 3,540 3,123 | 2,849 | 2663 | 2,523
28 1,215 | 1,016 | 0,900 0,826 | 0,767 28 3,707 3271 | 2,991 | 2,786 | 2,645
30| 1,262 | 1,055 | 0,934 0,857 | 0,800 30 3,868 3,415 i 3,124 2,909 2,754
32 1,307 1,092 ‘ 0,968 0,884 | 0,830 32 4,024 3,552 | 3,246 | 3,034 2,860
34 1,349 | 1,128 | 1,000 0,912 | 0,853 34 4,178 3,678 | 3,366 3,147 | 2,974
36| 1,389 | 1,162 | 1,028 0,942 | 0,875 36 4,332 3,802 | 3485 | 3,249 | 3,085
38| 1,428 ‘ 1,194 \ 1,057 0,968 i 0,900 38 4,484 3,921 | 3,592 : 3,352 | 3,180
Tab. 3.
Argon | Uran
s | |
@l | @l | e [ e | el | el | e | e
| |
0 5,413 5,415 0, 119 0,118 | 12,35 12,38 0,335 | 0 332
5,47 1,237 1,236 0,368 ‘ 0,361 | 3,04 1 3,038 | 1,037 | 1,023
10,93 0,434 0,433 0,649 3 0,639 ‘ 1,202 | 1,189 1,920 | 1,903
16,38 0,220 0,219 0,871 | 0,856 ; 0,683 | 0,679 2,598 | 2,583
21,83 0,132 | 0132 . 1,048 | 1,034 | 0442 0,440 | 3,162 i 3,140
27,26 0,0882 0,0882 1,198 1,182 | 0,308 0,306 | 3,647 ‘ 3,630
32,67 0,0634 0,0634 1,320 1,308 i 0,223 | 0,223 4,079 | 4,070
38,06 0,0479 0,0479 1,428 | 1,415 | 0,168 ‘ 0,168 ‘ 4,489 4,473

Tab. 4. Gegeniiberstellung der eigenen Ergebnisse (a) und der von KarLe und Bozuam (b).
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angegebenen, was wahrscheinlich darauf zuriickzu-
fithren ist, daB in dieser Arbeit eine kleinere Inte-
grationsschrittweite verwendet wurde als bei den
oben angefiihrten Autoren. Zur Berechnung der ¢;-
Werte des Urans wurden zwei Schrittweiten benutzt,
die sich um den Faktor 10 unterscheiden, auch hier
liegen die Ergebnisse hoher als bei der oben erwihn-
ten Arbeit.

Die Werte der Betrdge und Phasen der Streufak-
toren fiir Uran fiir eine Beschleunigungsspannung
von 40 kV, die in Tab. 4 zusammengestellt sind, zei-
gen eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
von KarLE und Bonuam.

Anhang

Bei der Berechnung der ¢; nach Gl. (4) wurde
nach dem von Hoernt und IBers 3 angegebenen Ver-
fahren mit einigen Anderungen vorgegangen. Der
Rechengang soll kurz erlautert werden. Bezeichnet
man die Integranden in Gl. (4) mit G(r) und G, (r),
dann kann man die Integrale auch in folgender Form
schreiben

{J)G(r ¥ idy= fGo(r) dr + f(G(r)

Gy(r))dr
=L—I,+1I;. (A.1)
Dabei ist R so gewahlt, dal sich G(R) und G,(R)

um nicht mehr als 10 Prozent unterscheiden. In die-
sem Fall reduziert sich der Ausdruck fiir I3 zu

__1(uo
Ii=-+ jcm tr
R

Setzt man das Potential nach Gl. (7) ein, so erhilt
man
j Zp(nN
Zr G, (r)

Im Falle des HarTrEE-Fock-Potentials ergibt sich
hieraus zusammen mit Gl. (8)

(A.2)

(A.3)

_Z Z (_exp(=bin
a ;5% ) yRe—arir
R

(A.4)

(=)

+3)

Die beiden Integrale lassen sich durch folgende Ent-
wicklungen darstellen

rexp(—djr)

Ve rP—(+1)? d’}
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= ik L; a; {Ko(u;) — S (us, m) } (A.5)

3
+5 3 o {Kuo) ~T(v;,m))
> :c (n —'21’)"—15

S(ui,m) = g: “(2:,,1:3” % <n>k2 %

vgo("“)zk.( nt+1—2p)1

S (=vy)m
T(vjsm) = 3 avinr 2"

Dabei bedeuten

ui=bi(l+%) [k, vj=d;(l+})/k

und

m=arcosh((Rk)/(I1+ ).

Ko(u;) und K;(v;) sind die modifizierten BesseL-
Funktionen zweiter Art. Fir groBe Werte von [
(= 25) wird ry(l) =r;(l) =R, so daB sich (A.1)
und (A.5) vereinfachen zu

z +3

2 1 3
I=Iy= ", [121 a; Ko(w) + ]_glchl(”i)]-

(A.6)

Eine dhnliche Ableitung fiihrt im Falle des THomas—
Fermi-Dirac-Potentials unter Beachtung der Gl. (9)
zu folgendem Ausdruck fiir I

73
13=E[Z Ai{KO(ui)—S(uiam)}]' (A.7)

i=1
Dabei haben die Parameter dieselbe Bedeutung wie
oben. Auch hier kann man fiir grole [-Werte eine
Vereinfachung durchfiihren und erhalt
3
I=L= % 5 4K, (u) . (A.8)
. ak ;54

Zur Berechnung des Integrals I, wurde folgende
Integrationsformel 13 verwendet

5h

1=f-’/(x)dx (A.9)
0

= (8yo+3ly;+21y, +21y;+3ly,+8ys).

Als Schrittweite & wurde h=2-10"* gewéhlt. Um
den Einflul der Schrittweite auf das Ergebnis zu un-
tersuchen, wurde ein Beispiel (Uran, 40 kV) mit
einer Schrittweite von h=2:10"3 gerechnet. Das
Resultat ist in Tab. 5 dargestellt.

13 R. Zurmini, Praktische Mathematik, Springer-Verlag, Ber-
lin 1963.
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s [f(s)| 2 [f(s)] P 7(s)2 7n(s)®

0 12,3468 | 12,3564 0,335 0,334

5 3,4072 3,4100 0,953 0,950
10 1,3555 1,3521 1,788 1,782
15 0,7774 0,7740 2,443 2,438
20 0,5080 0,5055 2985 | 2,979
25 0,3562 0,3540 3454 | 3,449
30 0,2605 0,2587 3.868 | 3,867
35 0,1960 0,1949 4,255 4,258

Tab. 5. Gegeniiberstellung der bei zwei verschiedenen Integra-

tionsschrittweiten erhaltenen Werte der Streuamplituden von

Uran (40 kV), a) Schrittweite h=2-10—%, b) Schrittweite
h=2-10"3,

Die Berechnung der Funktionen K (z) und K (v)
wurde nach Naherungsformeln durchgefithrt, die
dem “Handbook of Mathematical Functions” 14 ent-
nommen wurden.

E.KONECNY UND G. SIEGERT

Zur Berechnung der LeGeNDRE-Polynome wurde
die bekannte Rekursionsformel verwendet. Um die
Konvergenz der Reihe fiir f(¢#), Gl. (1), zu verbes-
sern, wurden die von Hoerxt und IBers ® angegebe-
nen Konvergenzkorrekturen angewendet.

In der Weiterfithrung dieser Arbeit sollen zu-
nichst fiir alle Elemente des periodischen Systems
die Betridge und Phasen der Streufaktoren berechnet
und dann durch analytische Ausdriicke angendhert
werden, um sie bei ihrer weiteren Verwendung auf
dem Gebiet der Elektronenbeugung an Gasen in
moglichst einfacher Form vorliegen zu haben.

Ich danke Herrn Prof. Dr. W. Zew fiir anregende
Diskussionen und sein stets forderndes Interesse an
dieser Arbeit.

14 Handbook of Mathematical Functions, NBS Applied Math. Series 55.

Die Ionenladungsverteilung von unabgebremsten Spaltprodukten

E. Konecny und G. SIEGERT

2. Physikalisches Institut der Justus-Liebig-Universitit Gieflen
und Physik-Department der Technischen Hochschule Miinchen

(Z. Naturforschg. 21 a, 192—196 [1966] ; eingegangen am 8. November 1965)

Eine frithere Arbeit liber die Ionenladungsverteilung von Spaltprodukten ! wurde in zwei Punk-
ten erginzt. Einmal wurden die Spaltprodukte aller natiirlich vorkommenden Energien und Ionen-
ladungen erfat und mit den integralen friiheren Messungen von Lassex 2 verglichen. Zum anderen
wurden unter Beniitzung des gesamten Massenspektrographen am FRM in Garching bei Miinchen
Ionenladungsverteilungen bei konstanter kinetischer Energie und Masse aufgenommen und die
Abhidngigkeit der mittleren Ionenladung als Funktion der Geschwindigkeit bei konstanter Masse

untersucht.

In einer fritheren Arbeit ! wurde die Ionenladung
von Spaltprodukten in Abhéngigkeit von deren kine-
tischer Energie untersucht. Zur Analyse diente ein
elektrostatisches Ablenkfeld, das die Teilchen nach
den Quotienten von kinetischer Energie £ und Ionen-
ladungszahl e sortiert. Aus technischen Griinden
konnte damals die Ablenkfeldstirke nicht geniigend
hoch gemacht werden, um den ganzen bei der Spal-
tung natiirlicherweise auftretenden Energiebereich zu
erfassen. Teilchen mit hohen Energien und tiefen
Ionenladungen der leichten Spaltproduktgruppe
konnten nicht mehr abgelenkt werden. Die hier auf-
gefithrten Messungen sollen die Arbeit! in zwei-
facher Hinsicht ergénzen:

1 H. Opower, E. Konecxy u. G. Siecert, Z. Naturforschg. 20 a,
131 [1965].

a) Auch die hochenergetischen Teilchen der leich-
ten Gruppe werden einbezogen; unter Verwendung
dieser Daten ist ein direkter Vergleich unserer Er-
gebnisse mit frilheren Daten von Lassen 2 fiir die
jeweils iiber die leichte und schwere Gruppe inte-
grierte Ionenladungsverteilung moglich.

b) Bei der Trennung nur durch ein elektrostati-
sches Feld kann man nur nach der Energie, nicht
aber zusitzlich nach der Masse trennen. Unter zu-
sitzlicher Beniitzung eines homogenen magnetischen
Ablenkfeldes wurden hier die Haufigkeitsverteilun-
gen der Tonenladungen von Spaltprodukten einzelner
diskreter Massen bei festen kinetischen Energien
untersucht.

2 N. O. Lassex, Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat. Fys.
Medd. 26, Nr. 5 [1951].



